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　　摘　要 :　本文采用二维归一化带限Weierstrass分形函数来模拟二维分形粗糙面 ,主要利用基尔霍夫近似研究了

该粗糙面的电磁散射 ,给出了散射场、平均散射强度系数和散射强度方差的计算公式 ,通过理论分析和数值计算讨论

了散射场与分维及粗糙面其他有关参量间的关系.
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Abstract :　In this paper ,a normalized two2dimensional band2limited Weierstrass fractal function is presented for modeling the

rough surface ,and an analytic solution of the scattering field from two2dimensional band2limited Weierstrass fractal surface is derived

based on Kirchhoff theory. The scattering field ,the average scattering coefficient and the variance of scattering intensity are given to

study the influence of fractal dimension and other related parameters on the scattering field by theoretical analysis and numerical calcu2
lations.
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1　引言
　　随机粗糙表面电磁散射的理论和实验研究近年来取得了

一系列重要的进展 ,许多理论和工程上的问题需要对粗糙面

散射问题进行研究 [1 ,2 ] .利用分形理论对粗糙面进行模拟 ,它

可集周期函数和随机函数的特性于一体 ,其几何特征可以方

便地被几个分形量来控制.近年来有关分形粗糙面散射的研

究越来越多 ,如 Berry等人研究了光波对分形粗糙面的衍射效

应及脉冲波对随机粗糙面的反射作用 [3 ] ;J . A. Sanchez等人对

具有自仿射结构的金属分形粗糙面的极化效应和场增强效应

做了研究[4 ] ;M. F. M. Sanghadasa等人利用 Kirchhoff 积分研究

了具有大幅值起伏分形粗糙面的电磁散射 [5 ] ;A. Mendoza 等

人利用耦合积分方程对具有沟槽状的分形表面散射作了计

算[6 ] ;国内有关学者也开始将分形方法用于粗糙面的散射.

一般的粗糙面散射问题需要求解一些非线性积分方程 ,

而且很难找到闭式解 ,以往的方法都是通过找渐近解来替代

真实解 ,而采用分形的方法有可能便于问题的简化.关于分形

粗糙面的散射问题 ,到目前为止对二维分形粗糙面的散射研

究较少 ,本文将利用所模拟的二维带限 Weierstrass曲面 ,采用

Kirchhoff方法研究该粗糙面电磁散射特性与分维及粗糙面其

它有关参量间的定量关系.

2　二维分形粗糙面散射场的一般表达式
　　已知重要的二维分形函数是 Weirstrass曲面 ,该曲面是一

种维数 D介于 2和 3之间的分形曲面 ,它也满足自仿射的性

质 ,定义二维归一化带限 Weirstrass分形函数为[7 ] :

F( x , y) =
2δ[1 - b(2 D - 6) ]1/ 2

{ M[ b(2 D - 6) N
1 - b (2 D - 6) ( N

2
+ 1) ]} 1/ 2 ∑

N2

n = N1

b( D - 3) n∑
M

m =1

· sin{ Kbn [ xcos(
2πm

M
) + ysin (

2πm
M

) ]} + <nm (1)

式 (1)中δ为粗糙面的高度起伏均方根.利用归一化可以

给出具有任意δ的粗糙面 F ( x , y) . b为空间基频 ( b > 1) , D

为分维 (2 < D < 3) , K为空间波数 ,它决定空间频谱的位置 ,

<nm为 (0 ,2π)上均 D匀分布的随机相位.该函数具有零均值 ,

F( x , y)的无标度区间一般取[2π/ ( KbN
1) ,2π/ ( KbN

2) ]. N = N2

- N1 + 1 (代表谐波次数) .随着 N的增加 ,越来越多的频繁率

分量加到该函数上.当分维 D增加时 ,高频分量比重加大 ,低

频分量作用减小.事实上 ,该分形函数是确定性周期结构和随

机结构的一个组合 ,这一函数在 M和 N不太大的时候在 x和

y方向上是各向异性的 ,它有自仿射结构和较大的偏导数 ,这

一分形粗糙表面为多测度表面.由于自然界中实际的粗糙表

面一般既不是纯随机的也不是完全纯周期的 ,且经常是各向
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异性的 ,因此式 (1)所给的分形函数能较好地反映自然界中粗

糙面的物理特性 ,是较好的物理模型.利用基尔霍夫公式二维

分形粗糙面的散射场可表示为 [8 ] :

ψsca ( r) = -
ikexp ( ikr)

4πr
2ξ(θ1 ,θ2 ,θ3)∫

L
x

- L
x
∫

L
y

- L
y

exp[ ikz ( x′, y′) ]

·dx′dy′+ψe (2)

其中 ξ(θ1 ,θ2 ,θ3) =
1
2

( AA′+ BB′
C

+ D) (3)

z ( x′, y′) = Ax′+ By′+ CF( x′, y′) (4)

A = (1 - R) sinθ1 - (1 + R) sinθ2cosθ3 (5)

B = (1 + R) cosθ3 - (1 - R) sinθ2sinθ3 (6)

C = (1 + R) sinθ1sinθ2 (7)

A′= R0 (sinθ1 - sinθ2cosθ3) (8)

B′= R0sinθ2sinθ3 (9)

D = R0 (cosθ1 + cosθ2) (10)

　ψe = -
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4πr
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式 (2)中ψsca ( r)表示散射场 ,ψe项为边缘绕射场.设二维

分形粗糙面的尺度为 - Lx Φ x ΦLx , - Ly Φ y ΦLy , R0 为粗糙

面的反射系数 ,这里仍然考虑金属导体表面情况 , R = ±1分

别对应入射波为平行极化和垂直极化情况 .

忽略边缘效应 ,平均散射强度系数可以写为 :
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1
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上式是平均散射强度系数的近似表达式.散射场的统计参量
σI (强度方差)可以定义为 :

σI = [ �I ( r) - �ψ2
sca ( r) ]/ I0

=
<ψsca ( r)ψ3

sca ( r) > <
nm

- <ψsca ( r) > <
nm

<ψsca ( r) > 3
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ψsca0 ( r)ψ3
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= �ρI - �ρψ�ρ3
ψ = �ρI - �ρ2

ψ (13)

其中ψsca0 ( r)为光滑导体在镜反射方向的反射场 (θ1 =θ2 ,θ3

= 0) ,它可由式 (2)得到.同样在忽略边缘效应的前提下 ,式
(13)可表示为 :
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显然σI代表的是强度相关的非相干分量平均值 ,它主要

用来分析除镜向以外的散射场 ,分形参量对其有显著的影响.

采用式 (14)的优点在于只需考虑散射场和散射强度的平均效

应而无需考虑较难获得的散射波前的相位项的影响.

3　分形粗糙面散射场与分形函数参量间的关系讨

论

311　粗糙表面尺度和空间波数的取值对散射场的影响

主要利用式 (14)来计算散射场的平均非相干强度方差σI

在反射面内 (θ3 = 0°)的变化规律.首先计算了粗糙面尺寸大

小对σI的影响.事实上 ,散射方向图随分形粗糙表面尺度的

变化 (即 Lx , Ly的范围选取)对粗糙面的遥感有重要意义.这

里以波长作为内尺度 ,波长越短 ,要求模拟的粗糙面的精细程

度越高 ,其外尺寸的选取也就必须足够大 ,这样分形的信息才

能体现出来.从纵向上讲 ,模拟的分形粗糙面的起伏与波长相

比也不能太小 ,否则分维同散射分布特性的关系便不明显.由

计算结果可知表面尺度的大小决定散射场的波瓣宽度 (尺度

越大 ,波瓣越窄) .当表面尺度小于 1个或几个空间周期时 ,散

射方向图就不能提供足够的描述表面粗糙特征的信息 ,这是

由于表面尺寸太小 ,不能完全反映分形表面的自相似性.随着

表面尺寸的增大 ,波峰的位置和数目变化不大 ,但波峰的宽度

逐渐变小 ,当表面尺寸大于几十个空间周期后 ,散射方向图基

本上不发生变化 ,因此在分析计算二维分形粗糙面的散射时 ,

表面尺度不能选择太小 ,但也不需要太大 (没有必要) ,只要能

包含分形表面粗糙特征的全部信息即可 ,Jaggard等人[9 ]在研

究一维分形粗糙面的散射时也得到类似的结果.在其它参量

保持不变的情况下 ,还计算了σI 在不同空间波数 K(空间周

期)下的变化结果 (如图 1 ( a) , ( b)所示) ,图中 D = 2167 , N1 =

0 , N2 = 9 , M = 10 ,δ= 0105λ, b = 116 ,入射角θ1 = 30°.从图中

可以看出 ,空间波数 K严重地影响着散射方向图 ,尤其对峰

值的位置和数目有较大影响.当 KλΦ01005时 ,波峰集中于散

射场的特定镜反射方向上 (θ2 = 30°) ,在该方向以外σI迅速单

调衰减 ,在这种情形下 ,入射波长远小于几十个空间周期 ,其

计算结果趋近于几何光学近似.当 KλΕ 10时 ,空间周期远小

于入射波长 ,此时散射不满足基尔霍夫近似条件 ,该方法的计

算结果并不可信 ,这时的分形粗粗糙面应被视为光滑理想导

体表面 ,而当 01005 < Kλ< 10时 ,在除反射方向峰值以外的某

些位置上 ,出现了不同位置和数目的波峰 ,因此在研究二维分

形粗糙面散射时在选取好适当的尺寸后 ,必须注意 K的选取

范围 ,而 K的范围又与λ选取有很大关系 ,因此在处理分形

粗糙面散射场的时候 ,应将入射波长作为一个尺码.只有在选

定好 Lx , Ly及 K的情况下 ,才能较准确地确定散射场与分维

D的关系打下基础.

图 1　σI与空间波数 K的关系

312　标度区间 N (谐波次数) 、M 和分维 D 对平均散射强度

系数的影响

利用式 (12)还计算了平均散射强度系数 �ρI 随 N , M的变

化 ,结果表明 , N的变化对 �ρI的影响不是很大 ,各峰值的空间

位置几乎不变 ,只是峰值的大小有微小变化.而当 M较小时 ,

散射主要集中在特定的平面和特定的方向上及其附近区域 ,

随着 M的增加 ,越来越多的次峰出现在远离特定方向的空间
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位置上 ,限于篇幅 ,这里不再给出图示.

图 2　平均散射强度系数 �ρI随分维 D的变化

在图 2中 ,给出了 Kλ= 015 , b = 116 , N = M = 10 ,θ1 = 30°,

δ= 0105λ时的平均散射强度系数 �ρI 随 D 变化的图形 ,其中

Lx = Ly = 40λ.从图中可以发现 ,在其它参量固定不变的条件 ,

D对σI或�ρI的影响主要是各峰值的大小和数目及位置.随着

分维 D的增加 ,在镜反射点以外会出现越来越多的旁瓣峰 ,

且峰值的幅值是增大的.

同样采用式 (14)计算不同分形维数 D 条件下在镜反射

面内的σI值 ,发现对于确定空间波数的分形粗糙面 ,在近前

向散射范围内峰顶拟合线的斜率和分维 D还有确定的线性

关系 ,因此可以判定分维 D是决定散射场方向图的决定性因

素 ,可以通过散射方向图中峰顶拟合线斜率来定量表面的粗

糙程度.该方法可应用于粗糙面重建的逆散射问题 ,也可用来

进行粗糙表面的分类.

4　结论

　　本文在采用二维归一化带限 Weierstrass分形函数模拟二

维分形粗糙面的基础上 ,主要利用基尔霍夫近似研究了该粗

糙面的电磁散射 ,结果表明对于二维带限 Weierstrass分形粗

糙面 ,式 (1)中的每一个参量和外尺度都影响着散射角分布 ,

表面尺度不能选择太小 ,但也不需要太大.空间基频 b和空

间波数 K决定着散射场中波峰的数目和位置 ,必须注意 K的

选取范围 ,而 K的范围又与λ选取有很大关系 ,应将入射波

长作为一个尺码.求和数 N 和 M 也不能太小 ,否则粗糙面将

变得非常光滑 ,分形的特征无法体现.在外尺度及空间基频 b

确定的情况下 (在基尔霍夫近似条件以内) ,散射场波峰的数

目、位置和大小随分维 D 的变化而变化.对空间波数确定的

分形粗糙面 ,在近前向散射范围内峰顶拟合线的斜率和分维

D还满足确定的线性关系 ,它对粗糙面遥感和测量等方面有

着重要的意义.当然对于其它类型的分形粗糙面是否有类似

的结论以及随机分形粗糙面电磁散射的实验验证还有待研

究.
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